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Колесная машина при криволинейном движении всегда находится под действием боковой 

силы и вследствие бокового увода отклоняется от заданной траектории движения. Известные 
методы и способы изучения криволинейного движения колесной машины, особенно при не-
установившихся режимах, на высоких скоростях и с малыми радиусами поворота, дают до-
стоверную информацию лишь для ограниченных условий эксплуатации машины на твердом 
опорном основании. Предложена методика расчета бокового отклонения колесной машины 
при движении по деформируемому основанию от теоретической криволинейной траектории 
как разность между действительным минимальным и теоретическим минимальным радиу-
сами поворота. Данная методика представляет ее как единый объект, а не описывает ввиду 
сложности качение отдельного колеса. При этом исключен трудоемкий и материально затрат-
ный процесс определения эмпирических коэффициентов и зависимостей. При аналитических 
исследованиях кривых траекторий использованы экспериментальные данные и описание 
этих траекторий методом нелинейной аппроксимации кусочно-гладкой функцией. Получена 
действительная аналитическая траектория путем сдвига теоретической траектории и мини-
мального теоретического радиуса на величину бокового отклонения. Представленная методи-
ка аналитического описания действительной траектории криволинейного движения колесной 
машины по деформируемому опорному основанию с использованием экспериментальных 
данных и нелинейной аппроксимации их кусочно-гладкой функцией, а также методика опре-
деления ее бокового отклонения с учетом изменения расчетной и экспериментальной траек-
торий позволяют достаточно точно описать различные режимы неустановившегося движения 
по фактической траектории и решать необходимые для рационального использования колес-
ных машин задачи по оптимизации их конструктивных свойств и эксплуатационных качеств. 
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A wheeled machine in a curved movement is always under the action of a lateral force and devi-

ates from the set trajectory due to lateral guidance. Well-known methods and ways of studying the 
curvilinear motion of a wheeled machine, especially in unsteady modes, at high speeds and with 
small turning radii, provide reliable information only for limited conditions of machine operation on 
a solid support base. A methodology for calculating the lateral deviation of a wheeled machine when 
driving on a deformable base from a theoretical curvilinear trajectory as the difference between the 
actual minimum and theoretical minimum turning radii is proposed. This methodology presents it 
as a single object, rather than describing the rolling of an individual wheel due to its complexity. 
This eliminates the time-consuming and materially expensive process of determining empirical co-
efficients and dependencies. The analytical studies of the trajectory curves used experimental data 
and the description of these trajectories by the method of nonlinear approximation of the piecewise-
smooth function. The actual analytical trajectory is obtained by shifting the theoretical trajectory 
and the minimum theoretical radius by the amount of lateral deviation. The proposed method of 
analytical description of the actual trajectory of the curvilinear motion of a wheeled machine on a 
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deformable support base using experimental data and nonlinear approximation of their piecewise 
smooth function, as well as the method of determining its lateral deviation with the changes in the 
calculated and experimental trajectories allow to accurately describe various regimes of unsteady 
motion along the actual trajectory and solve the problems necessary to rationally use wheeled ma-
chines to optimize their design properties and performance.
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ВВЕДЕНИЕ 

Колесная машина при криволинейном 
движении всегда находится под действием 
боковой силы и вследствие бокового увода 
отклоняется от заданной траектории дви-
жения. При этом часто углы бокового увода 
соизмеримы даже с углами поворота управ-
ляемых колес, что негативно влияет на не-
которые ее кинематические и динамические 
характеристики, а также ухудшает многие 
эксплуатационные свойства [1]. 

С момента открытия в 1925  г. француз-
ским механиком Дж. Брулье явления боково-
го увода эластичной шины [2, 3] разработа-
но множество теорий, описывающих его. В 
основе большинства данных теорий лежит 
процесс качения колеса по тому или ино-
му опорному основанию без проскальзыва-
ния. Однако известно, что на рыхлом грунте 
причиной дополнительного бокового увода 
могут быть скольжение контакта шины ко-
леса в поперечном направлении, боковая 
деформация и сдвиг грунта. Даже незначи-
тельные для конкретных условий функци-
онирования объекта по величине боковые 
силы, как показывают экспериментальные 
исследования, вызывают проскальзывание 
колеса, которое совместно с упругой дефор-
мацией пневматической шины, сдвигают в 
поперечном направлении его обод относи-
тельно опорной площадки. При этом и сама 
контактная площадка перемещается вбок 
относительно опорного основания вслед-

ствие ее деформации [4–7]. Также эффек-
тивному применению большинства теорий 
бокового увода, особенно при криволиней-
ном движении, препятствуют допущения об 
установившемся режиме движения колес, о 
равнозначности условий их качения, об од-
нородности грунта и постоянности его фи-
зико-механических свойств. 

Вследствие указанных причин известные 
методы и способы исследования движения 
колесной машины по криволинейной тра-
ектории, особенно при неустановившихся 
режимах, на рабочих скоростях и с малыми 
радиусами поворота, несмотря на некоторое 
соответствие аналитических и эксперимен-
тальных данных [8], имеют ряд недостатков, 
например:

– сложно экспериментально определить 
при различных условиях движения эмпири-
ческие коэффициенты, входящие в расчет-
ные формулы;

– полученные аналитические зависимо-
сти, как правило, громоздки, не дают полной 
и достоверной информации при анализе ис-
следуемого процесса, не позволяют описать 
реальный характер контакта пневматическо-
го колеса с почвой;

– практическая точность расчетов дости-
гается в основном для ограниченных усло-
вий функционирования машины, включаю-
щих в том числе небольшие углы поворота 
колес и низкие скорости движения;

– не исследовано влияние изменения вре-
мени маневра и угла поворота управляемых 
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колес на вид и форму траектории движения 
различных точек машины; 

– не учитывается боковое скольжение ко-
лес машины.

Необходимость проведения дальней-
ших экспериментальных исследований и 
теоретического описания процесса криво-
линейного движения по деформируемому 
основанию связана с тем, что боковой увод 
нарушает связь между направлением дви-
жения колесной машины и траекторией ее 
точек, что является причиной ухудшения 
устойчивости движения и управляемости в 
достаточно сложных условиях функциони-
рования [9–11]. 

Отсюда следует вывод о необходимости 
разработки методики расчета бокового от-
клонения от фактической траектории при 
повороте на деформируемом основании, 
которая описывает колесную машину как 
единый объект, а не качение каждого колеса 
ввиду неоднозначности процессов, происхо-
дящих при этом. Необходимо также мини-
мизировать или совсем исключить эмпири-
ческие коэффициенты и зависимости из-за 
высокой трудоемкости и больших матери-
альных затрат при их определении, посколь-
ку для этого нужно проведение эксперимен-
тальных исследований бокового увода всех 
применяемых типоразмеров шин, исполь-
зуемых при эксплуатации машины, при их 
качении в различных почвенных условиях. 

Цель исследования – обосновать и раз-
работать методику определения бокового 
отклонения от требуемой (теоретической) 
траектории при криволинейном движении 
колесной машины по деформируемому ос-
нованию. 

Задачи исследования:
– экспериментальное определение коор-

динат действительной траектории движения 
трактора по деформируемому основанию;

– разработка методики ее аналитического 
представления;

– установление закономерностей измене-
ния теоретической и действительной кри-
вых траекторий поворота на различных его 
участках. 

МАТЕРИАЛ И МЕТОДЫ

Актуальность поставленных задач наибо-
лее очевидна для универсально-пропашных 
тракторов, у которых при выполнении сель-
скохозяйственных операций значительная 
часть времени рабочего цикла приходится 
на поворот, особенно на многоконтурных 
полях малых и средних размеров. При этом, 
как правило, трактор проходит следующие 
стадии поворота [12]: вход в поворот, уста-
новившийся поворот, выход из поворота. 
Очевидно, чтобы понять особенности кри-
волинейного движения колесного трактора, 
необходимо исследовать его поведение на 
всех указанных этапах поворота.

Наиболее существенное боковое скольже-
ние колесной машины происходит при вхо-
де в поворот, где сцепление колеса с почвой 
резко уменьшается, особенно с увеличением 
скорости движения. Вследствие разрушения 
колесом слоя почвы, находящегося в контак-
те, наблюдается одновременно с качением 
более интенсивное проскальзывание, в том 
числе в направлении оси трактора, т.е. воз-
никает так называемый бульдозерный эф-
фект [1, 12]. На этом участке поворота пере-
менны и поступательная скорость движения 
машины, и угол поворота ее управляемых 
колес. Однако именно здесь формируется 
вид и характер изменения траектории на 
участке установившегося поворота, где ста-
билизируются указанные кинематические 
характеристики. Исследования движения 
эластичного колеса по деформируемому ос-
нованию при входе в поворот не проводи-
лось. Теоретически полученные результаты 
без учета бокового увода и скольжения колес 
[13, 14] дают лишь возможность проводить 
оценку и сравнение различных типов колес-
ных машин с изменением конструктивных 
и эксплуатационных параметров на стадии 
проектирования и имеют при этом достаточ-
но большие расхождения с эксперименталь-
ными [1, 3, 8]. 

Анализ графиков изменения во вре-
мени частот вращения колес и крутящих 
моментов на колесах трактора при экспе-
риментальном изучении криволинейного 
движения показал: характер их протекания 
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свидетельствует об ужесточении динамиче-
ских процессов, что существенно ухудшает 
управляемость и устойчивость, вызывает 
боковое скольжение машины, способству-
ет срыву почвенного слоя1. Это также под-
тверждает вывод о том, что единый меха-
нико-математический аппарат для описания 
процесса качения каждого колеса в данном 
случае применять некорректно.

Элементы кругового беспетлевого пово-
рота присутствуют в любом способе дви-
жения колесной машины. В связи с этим 
именно он является предметом настоящих 
исследований при выполнении его водите-
лем в условиях реальной эксплуатации в от-
личие от методик испытаний при движении 
по заданной разметкой траектории и с закре-
пленным рулевым управлением [15].

Для определения координат точек дей-
ствительной кривой траектории движения 
на опытных полях УНТЦ «Агротехнология» 
Воронежского ГАУ проведены эксперимен-
тальные исследования криволинейного дви-
жения универсально-пропашного колесного 
трактора класса 2 ЛТЗ-155 со всеми управ-
ляемыми и ведущими колесами и навесного 
машинно-тракторного агрегата на его базе. 
Предварительная подготовка почвы к испы-
таниям заключалась в выборе с помощью 
нивелира ровного, без явно выраженного 
микрорельефа горизонтального участка, 
который обрабатывали с целью получения 
свойств поверхности, соответствующего 
фону «поле, подготовленное под посев». 
Тип почвы – выщелоченный чернозем; ее 
исходные физико-механические характери-
стики определены контрольными замерами 
на основном участке поля и на поворотных 
полосах (см. таблицу).

Сущность предлагаемой методики заклю-
чается в следующем. Трактор или навесной 
агрегат на его базе устанавливали на вы-
бранном участке поля. Отдельные поворо-
ты-заезды осуществлялись после разгона по 
прямой с последующим равномерным вра-
щением рулевого колеса до упора направ-
ляющих колес (вправо или влево) – участок 

«вход в поворот». Затем на участке устано-
вившегося поворота происходило движение 
по дуге окружности постоянной кривизны с 
тем, чтобы продольная ось трактора повер-
нулась на угол 180 град. от первоначального 
положения на участке разгона и вращением 
рулевого колеса в обратную сторону (выход 
из поворота) с целью выхода на прямоли-
нейное движение.

Поворот как влево, так и вправо позволяет 
получить наиболее достоверные результаты, 
так как учитывает кинематическое отличие 
правого и левого поворотов трактора, а так-
же продольный и поперечный уклон поля. 
Варьировались поступательная скорость 
движения трактора и угловая скорость пово-
рота управляемых колес. Испытания прово-
дили для одиночного трактора и навесного 
МТА различной комплектации.

В процессе испытаний регистрировали 
и записывали на ленту осциллографа сле-
дующие параметры: время опыта, частоту 
вращения путеизмерительного колеса, углы 

Показатели влажности, твердости и плотности 
почвы опытного участка
Indicators of moisture, hardness and density of the soil

Показатель На поворотной
полосе

На основном
массиве 

Влажность почвы (W, %) в слоях, см
0–10 15,5 18,4

10–20 19,9 22,3
20–30 20,5 22,4

Плотность почвы (ρ, г/см3) в слоях, см

0–10 1,103 0,961
10–20 1,241 1,052
20–30 1,485 1,328
0–30 1,276 1,114

Твердость почвы (Т, МПа) на глубине, см
5 0,64 0,60

10 0,79 0,82
15 0,92 0,86
20 1,14 1,10
25 1,54 1,33

0–25 1,006 0,942
1Беляев А.Н. Повышение эффективности работы машинно-тракторных агрегатов на базе интегральных универсально-

пропашных колесных тракторов: дис. … д-ра техн. наук. Мичуринск-наукоград, 2019. 440 с.
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поворотов колес, курсовой угол движения, 
путь, поступательную скорость движения.

Мгновенный радиус кривизны траекто-
рии кинематического центра трактора опре-
делялся по выражению

Ri = 
ltpi
βi

,

где lтрi – путь за время поворота остова трак-
тора на курсовой угол βi, м.

По текущим значениям lтрi, Ri, βi расчетом 
определялись абсциссы xi и ординаты yi тра-
ектории кинематического центра трактора. 

В качестве усиливающей аппаратуры 
использованы преобразователь ПФ-6, в ка-
честве преобразующей для регистрации 
сигналов – осциллограф K-12-22. Опреде-
ление пути, пройденного агрегатом за время 
опыта, производили путеизмерительным ко-
лесом, оборудованным индукционным дат-
чиком. Курсовой угол поворота продольной 
оси трактора измеряли с помощью аппарату-
ры, в состав которой входили гирополуком-
пас ГПК-52 с преобразователем питающего 
напряжения ПАГ-125 и пульт управления 
ПУ-25. Углы поворота направляющих колес 
оценивали реохордными датчиками, уста-
новленными на ступицах переднего и зад-
него колеса трактора. Продолжительность 
опытов контролировали по меткам, остав-
ленным на ленте осциллографа электроча-
сами ЭЧ-62.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Один из вариантов экспериментально по-
лученных абсцисс (x) и ординат (y) кругово-
го беспетлевого поворота при поступатель-
ной скорости движения v = 1,67 м/с, угловой 
скорости поворота передних управляемых 
колес ω1 = 0,28 1/с, колее B = 1,8 м, продоль-
ной базе L = 2,6 м для одиночного трактора 
приведены на рис. 1, где точками отмечены 
собственно экспериментальные значения x 
и y траектории кривой поворота, а цифрой 
1 обозначена кривая, являющаяся результа-
том нелинейной аппроксимации функцией 

явного вида указанных экспериментальных 
данных2,3 с погрешностью 2 ‧ 10–3 м [12, 16]

y(x) = 4,75x0.27 – 0,06x2 + 0,3x.          (1)

Следует отметить, что эксперименталь-
ные точки приведены для участка входа в 
поворот и части участка установившегося 
поворота, хотя экспериментальные исследо-
вания по определению траектории выполня-
лись на всех этапах поворота, но на рис. 1 
точками отмечены результаты до поворота 
остова машины на 90 град. от исходной пря-
молинейной траектории движения, так как 
для оставшихся правых участков считаем 
кривую траектории поворота  идентичной 
соответствующим левым участкам. 

Радиус кривизны любой кривой, имею-
щий вид (см. сноску 3)

ρ(x) = [1 + yʹ(x)2]1,5 / yʹʹ(x),          (2)

для функции траектории (1) вычисляется со-
гласно выражению (см. сноску 2)

2Дьяконов В.П. Maple 10/11/12/13/14  в  математических расчетах. М.: ДМК-Пресс, 2011. 800 с.
3Дьяконов В.П. Энциклопедия компьютерной алгебры. М.: ДМК-Пресс, 2009. 1264 c.

Рис. 1. Траектории поворота трактора:
◊ – экспериментальные точки траектории поворота; 
1 – график аппроксимирующей функции экспери-
ментальных точек траектории поворота; 
2 – график теоретической функции траектории по-
ворота
Fig. 1. Tractor turning trajectories:
◊ – experimental points of the turning trajectory;  
1 – graph of the approximating function of the 
experimental points of the turning trajectory;
2 – graph of the theoretical function of the turning 
trajectory
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ρ(x) = [1 + (1,282/x0,73 – 0,12x + 0,3)2]1,5 /
(–0,936/x1,73 – 0,12),                (3)

график которого изображен на рис. 2. 
Средний радиус кривизны функции со-

гласно (2) вычисляется по формуле (см. сно-
ску 3) 

,                 (4)

где l – длина участка осреднения.
При анализе функции (1) с учетом (3) и 

(4) получен ее средний радиус кривизны  
ρ = 5,48 м (см. рис. 2). 

Для описания теоретической кривой тра-
ектории, соответствующей идентичным 
исходно-начальным параметрам экспери-
ментальным условиям, используем кусочно-
гладкую функцию y = f (x) вида (см. сноску  2) 

(5)

где p и q – вполне определенные постоян-
ные, 0 < q < 1; v – поступательная скорость 
движения машины, м/c; RТ – теоретический 
минимальный радиус поворота, м; x – теку-
щая абсцисса кривой траектории поворота, 
м; xQ – абсцисса кривой траектории поворо-

та, соответствующая концу участка входа в 
поворот, м.

Ввиду бокового увода и скольжения трак-
тора теоретическая кривая (4) располагается 
ниже опытных точек и их функции.  

Теоретическая функция (см. рис. 1, кри-
вая 2) подвергается корректировке, заклю-
чающейся в том, что ординаты ее точек на 
участке входа в поворот сдвигаются на неко-
торую положительную величину, и на это же 
значение увеличивается теоретический ми-
нимальный радиус установившегося участ-
ка поворота. 

Так как указанное смещение для рас-
сматриваемого случая составляет 0,4  м, 
то функция (5) примет следующий вид 
(см. сноску 2) 

y(x) = { 
4,45 ‧ x0,333 + 0,4, x > 0,25

√29,8 – (x – 5,25)2 + 1,9, x > 0,25
.   (6)

При этом установлено, что величина 
сдвига практически равна разнице между 
экспериментальным минимальным радиу-
сом поворота – 5,48 м (см. рис. 2) и теорети-
ческим минимальным радиусом поворота – 
5,061  м. График функции (6) практически 
совпал с кривой 1 на рис. 1 ввиду того, что 
действительный теоретический и экспери-
ментальный радиусы поворота отличаются 
на 0,019 м, или 0,35%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Имея теоретическую траекторию движе-
ния и величину бокового отклонения (сдви-
га) с очень высокой степенью точности 
получаем действительную, близкую к фак-
тической траекторию, определив экспери-
ментально лишь величину действительного 
минимального радиуса поворота. При этом 
для получения действительной аналитиче-
ской траектории и апробации предлагаемой 
методики определения бокового отклонения 
колесной машины необходимо вычислить 
величину бокового сдвига, которая являет-
ся разностью между действительным ми-
нимальным и теоретическим минимальным 
радиусами поворота. Поскольку при этом 

Рис. 2. График радиуса кривизны аппроксими-
рующей функции экспериментальных точек 
траектории поворота
Fig. 2. Graph of the radius of curvature of the ap-
proximating function of the experimental points of 
the rotation trajectory
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выявлены некоторые закономерности зави-
симости величин бокового отклонения от 
скорости движения, то вполне вероятно его 
получение аналитическим путем, что явля-
ется предметом отдельных исследований.

С помощью аналитической действитель-
ной траектории возможно исследовать дви-
жение колесной машины по заданной тра-
ектории с использованием формул прямого 
расчета, что является более простой и менее 
трудоемкой операцией в сравнении с мате-
матическим моделированием сложного и 
неоднозначного процесса [2, 6, 7]. В резуль-
тате математического моделирования также 
приходится делать множество упрощений и 
допущений, что снижает точность результа-
тов и нередко приводит к адекватным реше-
ниям лишь в частных случаях. 

Так как устойчивость движения большин-
ства колесных машин определяет качество вы-
полняемых технологических операций, то для  
обеспечения оптимальных критериев проте-
кания процесса необходимо определение диа-
пазонов скоростей их движения. Проведенные 
исследования позволяют также разработать 
метод расчета, способствующий повышению 
качества технологического процесса как пу-
тем улучшения конструкций машин, так и пу-
тем выбора оптимальных эксплуатационных 
характеристик. В результате исследования 
движения по известной траектории возможно 
установить для различных условий и разных 
колесных машин ограничения на величины 
возможных внешних возмущений и измене-
ний внутренних свойств системы.
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